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1 Uvod

U toku kursa ” Numericke metode u prenosu zracenja”’imao sam za zadatak da isprogramiram i isprobam
nekoliko najpoznatijih metoda koje se koriste (ili su se koristile) u numerickom resavanju problema prenosa
zracenja od eskpanzije ove oblasti do danas. Ove metode su opisane u originalnoj literaturi koju navo-
dim na kraju ovog teksta. U ovom izveStaju ¢u prvo ukratko navesti znacaj prenosa zracenja, predstaviti
osnovni problem kojim sam se bavio u ovim zadacima i na kraju pojedina¢no predstaviti metode koje sam
isprogramirao i testirao.

2 Prenos zracenja

Teorija prenosa zracenja igra kljuénu ulogu u modeliranju zvezdanih atmosfera. Pre svega, bitno je nagla-
siti da je posmatrana raspodela intenziteta po talasnim duzinama (bilo u kontinuumu, bilo u pojedina¢nim
linijama) ubedljivo najvedi izvor informacija o fizickim uslovima koji vladaju u zvezdanoj atmosferi. Ukoliko
zelimo da izvedemo neke zakljucke o zvezdi na osnovu posmatranog spektra, vrlo je mala verovatnoca da do
istih dodjemo prostom analizom posmatranja. Najcesée je potrebno uporediti pazljivo izracunate spektre na
osnovu pretpostavljenih modela zvezdanih atmosfera! sa posmatranim spektrom. Ovo je na neki nacin redu-
kovan problem, poSto spektar racunamo iz unapred zadatog modela atmosfere. Medjutim, kako je zracenje
bitno za energetski balans u atmosferi, prenos zra¢enja u kontinuumu i jakim linijama je izuzetno bitan i pri
konstrukciji pomenutih modela.

Prenos zracenja kroz atmosferu zvezde opisan je jednacinom prenosa zracenja, koja u 1D, plan-paralelnoj
atmosferi ima sledeéi oblik:
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I je intenzitet zracenja, 7, opticka dubina?, v frekvencija a u kosinus ugla izmedju pravca prostiranja zracenja
i pravca radijus vektora posmatrane tacke. S(7, u,v) je tzv. funkcija izvora, koja, sem u aproksimaciji LTR
(lokalne termodinamicke ravnoteze) kada S zavisi samo od temperature, implicitno zavisi od intenziteta
zrac¢enja. U zavisnosti od toga kakav model atoma (ili molekula) uzimamo pri modeliranju, ova zavisnost
moze biti linearna (atom sa dva nivoa), ili nelinearna (atom sa vise nivoa). Veza izmedju funkcije izvora
i intenziteta predstavljena je tzv. jednac¢inama statisticke ravnoteze, koje opisuju zavisnost naseljenosti

1Model atmosfere podrazumeva, zavisnost raznih fizickih parametara, kao §to su npr. temperatura, pritisak i gustina, od
koordinata. U okviru ovog predmeta, bavio sam se samo 1D modelima, odnosno modelima u kojima ovi parametri zavise samo
od jedne koordinate

20pticka dubina predstavlja svojevrsnu zamenu za koordinatu r, i definisana je kao 7, = — for x(v,r)dr gde je x(v,7)

makroskopski koeficijent apsorpcije na frekvenciji v (u jedinicama cm~1)



energetskih nivoa atoma koji zrace od fizickih uslova u atmosferi i od intenziteta zracenja. Ukoliko zelimo
da ura¢unamo i uticaj zracenja na fizicke uslove u atmosferi, onda u problem ulazi i jednaina ravnoteze
zracenja i potrebno je pribegnuti metodama temperaturne korekcije da bi model atmosfere zadovoljavao i
ovaj dodatni uslov. Kao $to se vidi iz ovog kratkog uvoda, problem modeliranja zvezdane atmosfere se sastoji
od reSavanja medjusobno spregnutih jednac¢ina prenosa zracenja, statisticke ravnoteze, ravnoteze zracenja
i jednacine hidrostaticke ravnoteze. Veze izmedju fizickih veli¢ina u ovom problemu su u opstem slucaju
nelinearne. Ovaj problem je u numeri¢kom smislu jako zahtevan i potrebni su brzi i ta¢ni numericki metodi
za njegovo resavanje. U slede¢em poglavlju ¢éu opisati problem spregnutih jednacina prenosa zracenja i
jednacina statisticke ravnoteze za atom sa dva nivoa. Vide¢emo da i u ovom, najjednostavnijem problemu,
moze doé¢i do numerickih komplikacija i problema, pa se upravo ovaj problem koristi kao standardan test
problem za poredjenje efikasnosti raznih numerickih metoda.

3 Atom sa dva nivoa

Standardan test problem u prenosu zracenja je resavanje spregnutih jednacina prenosa zra¢enja i jednacina
statisticke ravnoteze za atom sa dva nivoa. U ovom sluc¢aju, jednacine statisticke ravnoteze se svode na jednu
jednacinu i veza izmedju funkcije izvora i intenziteta je linearna:

S =eBr+(1—€)J,. (2)

Br je termalni deo funkcije izvora, jednak Plankovoj funkciji, a € = Cy; /(A + Cui) predstavlja verovatnoéu
unistenja fotona u procesima sudarne deekscitacije, gde je C,; verovatnoca sudarne deekscitacije a Ay
verovatnoca radijativne deekscitacije. U situacijama kada je € < 1, funkcija izvora u najvecoj meri zavisi od
J,, veli¢ine koja predstavlja profilom otezinjen integral intenziteta po pravcima, i frekvencijama, i zracenje u
velikoj meri odstupa od LTR. Verovatnoca rasejanja fotona je velika, pa zracenje u jednoj tacki moze zavisiti
od fizickih uslova u udaljenim tackama atmosfere. U realnim zvezdanim atmosferama veli¢ina e moze dostiéi
vrednosti manje i od npr. 1078. U ovim uslovima (”ekstremna” odstupanja od LTR), ¢ak ni ovaj, naoko
trivijalni slu¢aj atoma sa dva nivoa, nije lako resiv i zahteva precizan, brz i pouzdan numericki metod.

U aproksimaciji kompletne redistribucije, integral rasejanja ima slede¢i oblik:
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Ova aproksimacija podrazumeva da foton, apsorbovan u liniji na nekoj frekvenciji v/, nema nikakvu korelaciju
sa reemitovanim (rasejanim) fotonom, pa je verovatnoéa emitovanja fotona na frekvenciji v jednaka ¢,
gde je @, apsorpcioni profil u liniji. Najcéesce se kao referentni problem za numeri¢ki metod uzima i ova
aproksimacija. Medjutim, jos 80-ih godina proteklog veka je potvrdjeno da je kod nekih linija mnogo bolja
aproksimacija parcijalne redistribucije. U ovom slucaju, apsorbovani i emitovani foton imaju neku korelaciju
koja je data matricom redistribucije R(v',v). U tom sluc¢aju, integral rasejanja (pa samim tim i funkcija
izvora) je zavisan od frekvencije i ima oblik:

nw=[" [ 11 I i g (1)

Za savremen numericki metod vrlo je bitno i da se moze generalisati na ovaj komplikovaniji slu¢aj rasejanja,
tako da sam neke od opisanih metoda testirao i za sluc¢aj parcijalne redistribucije.

3.1 Formalno resenje

Pod formalnim reSenjem jednac¢ine prenosa podrazumevamo reSavanje jednacine (1) kada je funkcija
izvora poznata. Osim u sluc¢aju lokalne termodinamicke ravnoteze, kada je funkcija izvora jednaka Plankovoj,



funkcija izvora je nepoznata i zavisi od I(7, i, v). Medjutim, kao $to éemo videti u nastavku teksta, tacnost i
brzina formalnog resenja su jako bitni poSto sve iterativne metode podrazumevaju makar jedan set formalnih
refenja’ po iteraciji. Postoji nekoliko na¢ina da se formalno resi jednac¢ina prenosa. Feautrier metod (nosi ime
po svom tvorcu) koristi diferencijalni oblik jednac¢ine prenosa i izveden je iz metoda kojim se direktno resava
pun problem, videti npr. [1]. Drugi metod koji sam koristio je metod tzv. "kratkih karakteristika” (short
characteristics), koji sledi direktno iz analitickog oblika formalnog resenja:

I(1,) = I(1,0)e ™ 27/1 + / S(t,)e™ et igt, [, (5)
Tv,0

gde je AT = 1, —7,,0. Nakon diskretizacije, za dve uzastopne tacke na putanji zraka, d i d+ 1, na frekvenciji
n u pravcu m, dobija se:

Td+1,n
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Ukoliko pretpostavimo neku polinomijalnu zavisnost S(t) izmedju uzastopnih tacaka, integral sa desne strane
se moze resiti analiticki. Najcesée se koriste linearna (prvog reda) ili kvadratna (drugog reda) zavisnost.
Ukoliko pretpostavimo kvadratnu zavisnost funkcije S(t) izmedju tacaka sa indeksima d—1, d, d+1, dobijamo
za intenzitet:
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Ovaj metod je po prvi put predlozen od strane Olsona i Kunasza [2]. Ovaj metod predstavlja dobar izbor
za moderne iterativne metode kao §to su ALI(Approximate Lambda Iteration) ili GS(Gauss-Seidel).

Ukoliko funkciju izvora smatramo poznatom, formalno resenje se moze dobiti uz poznavanje grani¢nih
uslova za jednacinu (1). Dva najceséa slucaja kojima se bavimo u prenosu zracenja su polubeskona¢na
atmosfera i sloj kona¢ne debljine. Grani¢ni uslovi za ova dva sluc¢aja su najcesce ovakvi:

e Polubeskonacna atmosfera: U ovoj aproksimaciji, koja je dobra za zvezdane atmosfere, uzimamo do-
voljno dubok sloj atmosfere za donju granicu da mozemo pretpostaviti stanje (lokalne) termodinamicke
ravnoteze u tom sloju (tada kazemo da je zracenje termalizovano). Donji grani¢ni uslov je tzv. ”di-
fuzna aproksimacija”, u kojoj vazi: I™(r = 7p) = Sp + u(%)p. Gornji grani¢éni uslov je najcesée
I~ (7 =0) =0, osim ukoliko zvezda nije osvetljena nekim drugim izvorom zracenja spolja.

e Sloj konac¢ne debljine: Ova aproksimacija je dobra za neke atmosferske strukture, kao $to su protube-
rance ili filamenti. Opticka dubina ovih struktura varira, tako da termalizacije zracenja ne mora da
bude. Gornji grani¢ni uslov je I~ (7 = 0) = Lua2n0 gde je Lyiazno neko dato polje zracenja koje obasjava
posmatrani objekat, a donji I (7p) = I~ (7p) posto ovi objekti najéesée imaju ravansku simetriju.

4 Resavanje zadatog problema

4.1 Lambda iteracija
Najocigledniji i najjednostavniji nac¢in da se rese spregnute jednacine (1) i (2) je sledeéa iterativna Sema:

e Na osnovu pretpostavljene pocetne vrednosti za funkciju izvora, izra¢unamo vrednost intenziteta nekim
metodom za formalno resavanje jednacine prenosa. Najcescée se za pocetnu vrednost uzima S = Brp.
Zatim racunamo i integral rasejanja. Metoda i nosi ime po ovom racunu, odnosno po Svarcsildovom

Lambda operatoru 4.

3Misli se: jedno formalno resenje u svakoj tacki po dubini, u svakom pravcu i na svakoj frekvenciji, dakle ukupno D x M x N
formalnih resenja
1I(r) = A+ [S(®)]



e Iz intenziteta racunamo novu vrednost funkcije izvora, na osnovu jednacine (2). Setimo se da je
jednacina (2) u stvari jednacina statisticke ravnoteze.

e Ponavljamo postupak dok relativna razlika izmedju vrednosti funkcije izvora u dve uzastopne iteracije
ne bude manja od neke zadate vrednosti.

Ovaj proces zaista konvergira ka tac¢nom resenju, medjutim ta konvergencija je u svakom slucaju izrazenih
odstupanja od LTR toliko spora da nije od prakti¢ne koristi. Za resavanje test problema gde je ¢ = 1076,
sa pretpostavljenom kompletnom redistribucijom, ovom iterativnhom metodu je potrebno vise stotina hiljada
iteracija da se dostigne ta¢no resenje. Medjutim spora konvergencija nije glavni problem Lambda iteracije.
Problem je u tome §to i kada dostignemo neku objektivno malu (npr. 1073) 5 promenu nismo sigurni da smo
blizu ta¢nog resenja. Ova osobina konvergencije ¢ini Lambda iteraciju izuzetno nepogodnom za praktican
rad. Medjutim ona je sa konceptualnog stanovista vazna zato Sto uvodi iterativnu ideju koja se moze
”eksploatisati” na nekoliko dosta pogodnijih nacina, kao $to ¢emo videti u nastavku teksta. Takodje ovo je
dobro mesto da uvedemo pojam Lambda operatora posto je on osnova danas najpopularnije i najjednostavnije
(mada ne obavezno i najbrze) klase metoda: ALI (approximate Lambda iteration).

Pod pojmom ”A operator” podrazumevamo, formalno gledano, operator kojim se deluje na funkciju
izvora da bi se dobio integral rasejanja. Taj operator je definisao Svarcsild [3]:

oo
J(r) = AL[S(t)] = %/O S(6)Eqlt — 7ldt. (8)
U praksi je ovaj integral relativno nezgodan za ra¢un, zbog toga Sto su eksponencijalni integrali numericki
skupi za racunanje i imaju oStar maksimum u ¢ = 7, pa je raCunanje tezina za kvadraturnu sumu za ovaj
integral nezgodno. Neke od tih tezina dao je Candrasekar [4], ali se u praksi A operator nikada ovako
ne ra¢una® Pod pojmom ”A operator” se uglavnom podrazumeva proces dobijanja integrala rasejanja od
funkcije izvora. Postavka problema, koja sledi iz jednac¢ina (2) i (8), izgleda ovako:

S =eBr + (1 —¢€)A[S]. (9)
Ova jednadina u principu moze da se resi i direktno, sto se lako vidi ako je zapiSsemo u slede¢em obliku:
(I —(1—¢)A)[S] =eBr. (10)

Medjutim, direktno resavanje ove jednacine zahteva inverziju kvadratne matrice dimenzije D x D (D je broj
tacaka po dubini), §to je operacija reda D3, kao i (nepotrebno) racunanje celog A operatora.

U okviru ovog predmeta sam obradio tri metoda koji su, na neki nac¢in, unapredjena A iteracija, a to
su: ALI, Gauss-Seidel i FBILI (Forth-and-back implicit Lambda iteration). Sada ¢u opisati ta tri metoda,

a zatim ¢u opisati i jednu direktnu metodu (Feautrier), kao i jos jedan, nesto drugaciji iterativan metod,
metod promenljivih Edingtonovih faktora (Variable Eddington factors).

4.2 ALI

Pod skra¢enicom ALI danas se najces¢e podrazumeva ubrzana A iteracija (Accelerated Lambda Ttera-
tion). Medjutim, ”A” moze da stoji i za ”approximate”, $to je smisao skradenice ALO (Approximate Lambda
Operator). Zasto aproksimativna? Kao $to smo videli, funkcija izvora je reSenje matri¢ne jednacine (10).
Videli smo takodje da je jedan od nacina da se ova jednacina resi iterativno izra¢unavanje nove vrednosti
funkcije izvora iz stare, sukcesivnim resavanjem jednacina prenosa zraCenja i jednacina statisticke ravnoteze.
Takodje smo videli da je ovaj metod spor i nepraktican. Naravno, jednac¢ina (10) se moze resiti i direktno,

5Za brze iterativne metode dovoljan uslov za prekid iterativnog postupka je relativna promena manja od 10~2, medjutim,
A iteracija ¢ak i pri tolikoj relativnoj promeni moze biti jos daleko od ta¢nog resenja.
6Kasnije ¢emo videti da se konkretno trazi samo jedan, pogodan deo A operatora.



ali je za to potrebno invertovati matricu dimenzije D, §to je takodje numericki zahtevan proces. Takodje bi
u tom slucaju bilo potrebno eksplicitno konstruisati A operator, sto je, kao Sto ¢emo videti iz opisa slede¢ih
metoda, nepotreban proces. Jednostavno, a brzo resenje je negde izmedju i naziva se ”operator perturba-
tion”, ili primenjeno na A operator, ”aproksimativna A iteracija.”Ideja metoda je u tome da se A operator
razbije na dva dela, jedan koji je jednostavan za invertovanje i ”ostatak” ili ”perturbaciju” koji se iterativno
izraCunava i time reSenje popravlja do konvergencije. Ova ideja datira jos od Jakobija, a u prenosu zracenja
je prvi primenio Cannon [15] . Prvi je ideju konkretizovao Scharmer(1981) [16]. Medjutim, njegova verzija
aproksimativnog operatora nije bila toliko prakti¢na posto je u pitanju bio gornji trougaoni deo operatora.
Ovakav operator jeste dobra aproksimacija potpunog Lambda operatora, ali je i dalje vremenski zahtevan
za invertovanje. Optimalno resenje su ponudili Olson, Auer i Buchler [5] koji su A operator aproksimirali
dijagonalom punog operatora. Ovo u stvari znaéi da su u ra¢unanju intenziteta uzeti samo lokalni doprinosi
funkcije izvora. Analogno ovom, dijagonalnom, operatoru ” mogu se konstruisati i tridijagonalni i pentadija-
gonalni operatori koji su nesto vremenski zahtevniji za inverziju, ali su bolje aproksimacije punog operatora.
Ipak, tokom godina koriséenja se ispostavilo da je dijagonalni operator najstabilniji i najjednostavniji za
numericko resavanje. U okviru ovog predmeta sam isprobao ovakav, dijagonalni operator, koji za ra¢unanje
dijagonalnih elemenata koristi ve¢ pomenuti metod kratkih karakteristika kao metod za formalno resenje [2].
Postoji izvesna razlika izmedju ovako definisanog dijagonalnog operatora i originalne formulacije iz [5]. Olson,
Auer i Buchler su u njihovom radu koristili Feautrier metod za formalno resavanje. Ovaj metod, koji koristi
diferencijalni oblik jednac¢ine prenosa (vide¢emo razlike izmedju diferencijalnog i integralnog oblika dalje u
tekstu, metod kratkih karakteristika koristi integralni oblik), unosi jo$ i neke aproksimacije u dijagonalu. Da
vidimo sada kako izgleda Sema ALI-ja. Podsetimo se jednacine (9)

S =eBr+ (1— e)A[S].

Podelimo sada operator A na dva dela, A*, koji je samo dijagonala originalnog operatora, i ostatak dA, pa
to zamenimo u jednac¢inu (9):
S =eBr+ (1 —¢€)(A* +6A)[S]. (11)

Ako sada aproksimativni deo predje na levu stranu dobijamo:
[ — (1= A"][S] = eBr + (1 — A[S] — (1 — )A*[S). (12)
Ako zamenimo [I — (1 — €)A*] = A, A je takodje dijagonalna matrica, dobijamo:
A[S] = Sformal _ (1 — e)A*[S], (13)

gde je Sfrmal funkcija izvora, dobijena iz formalnog resenja za intenzitet i jednacine (2). Iterativni metod
izgleda ovako:

1. Za svaku tacku po dubini, d (d je index za numeraciju tacaka na diskretnoj mrezi optickih dubina),
izracunavamo Sflormal

2. Kako su A i A* dijagonalni operatori, za svaku tacku po dubini imamo sledeé¢u jednacinu:
AgqSq = Stermal _ (1 — €)A%,S,. (14)

Sst aro

3. Sada u drugom ¢lanu sa desne strane takodje iskoristimo i na kraju dobijamo:

Hovo Sformal _ (1 — €A% Sstaro)
Sd — ( Add ) dd (15)

4. Proveravamo razliku u odnosu na vrednost funkcije izvora iz prosle iteracije i ukoliko smo postigli
zeljenu tacnost izlazimo iz petlje.

7Setimo se da je inverzna matrica dijagonalne matrice takodje dijagonalna matrica ¢iji su elementi reciproéne vrednosti
elemenata originalne matrice, tako da je inverzija operacija reda D



Vidi se da ova Sema ima samo za nijansu vise ra¢una od obi¢ne A iteracije. Nema invertovanja matrica
i aproksimativni operator se ra¢una samo jednom. Medjutim, ispostavlja se da je ovaj metod za bar dva
reda velicine brzi od obi¢ne A iteracije. Takodje, ovaj metod konvergira u svim slucajevima, tako da nije
iznenadjenje da je napravio pravu malu revoluciju u polju prenosa zrac¢enja. O tome svedoce mnogi pregledni
radovi, i brojne sekcije u knjigama i zbornicima koji se bave isklju¢ivo ALI-jem. (Za jedan koristan pregled
videti npr. [6]). Korisne informacije o brzini konvergencije i jos nekim osobinama aproksimativnog operatora
su date u [2] i [5]. Ispostavlja se ipak da se, ne racunajudi ¢isto matematicke metode za ubrzavanje, moze
dobiti i brzi metod od ovoga. Treba primetiti da se, i u obi¢noj i u aproksimativnoj A iteraciji, celo formalno
reSenje izra¢unava sa starim vrednostima funkcije izvora. Na ovom polju popravke unose GS i FBILI metode.
Sada ¢emo, ukratko, videti kako ALI reSava problem parcijalne redistribucije.

4.3 ALI: PRD

Parcijalna redistribucija je proces u kom apsorbovani i emitovani foton pri procesu rasejanja imaju u
nekoj meri korelisane frekvencije. Ovo dovodi do toga da je funkcija izvora sada zavisna od frekvencije. Da
RV v) _ ’
B0 — g ),
a zatim za numeraciju tacaka po frekvenciji iskoristimo indekse n i n’ a za numeraciju tacaka po pravcima

indeks m.

bi bilo jasnije u ¢emu lezi problem, napisimo jednacinu (4) u diskretnom obliku i zamenimo

Sp =€eBr+(1—¢) Zgn:,nlm)n/wmwn/. (16)

Prvi je reSenje za ovaj problem predlozio Scharmer, [9]. Njegova ideja se zasnivala na tome da se ovaj pro-
blem resi aproksimativnim A operatorom na identi¢an nacin kao u slucaju kompletne redistribucije. Naime,
formalno resenje se racuna tako $to se parcijalna redistribucija uzima u obzir dok se kao aproksimativni
operator koristi isti operator kao da je u pitanju kompletna redistribucija. Ispostavilo se da ovaj metod ne
konvergira u slucaju kada je sredina opticki duboka na svim frekvencijama. Optimalno resenje su ponudili
Paletou & Auer, [7]. Oni su u ovom ¢lanku predstavili dva metoda koja uspesno resavaju problem PRD. To
su FBF (frequency by frequency metod) i Core-wing metod. Core-Wing metod se zasniva na A operatoru
izraCunatom na osnovu vrlo jednostavne aproksimacije za parcijalnu redistribuciju. Naime, parcijalna redi-
stribucija zra¢enja po frekvencijama se grubo moze predstaviti kao kombinacija kompletne redistribucije u
jezgru linije i koherentnog rasejanja u krilima linije. Posto je u pitanju iterativni metod, ova aproksimacija se
koristi samo za konstrukciju A* operatora, dok se za ra¢unanje formalnog resenja koristi tacan oblik funkcije
redistribucije. Ispostavlja se da ovaj nac¢in reSavanja iziskuje isto procesorsko vreme kao i Scharmerov metod
ali uvek konvergira. FBF metod se zasniva na eksplicitnom tretiranju zavisnosti funkcije izvora od frekven-
cije 1 koristi monohromatski A operator. To je metod koji sam koristio u reSavanju problema sa parcijalnom
redistribucijom pa ¢u ga sada detaljnije opisati:

Pre svega defini§imo delovanje monohromatskog A operatora:
J, = A,[S] (17)

Ispostavlja se da se izraz za korekciju funkcije izvora, odnosno za razliku vrednosti u trenutnoj i prethodnoj
iteraciji moze napisati kao:

55, —(1—¢) Zgn/m/\n/ésn/ =rp,=(1-¢)J,+eB—-5, (18)

nl
Ako ovakvu jednacinu napiSemo za svaku frekvenciju n dobijamo sistem od N jednacina sa N nepoznatih,
gde je N broj frekvencija, za svaku tacku po dubini. Ipak, odgovarajuée matrice koje je potrebno invertovati

za reSavanje ovih sistema i dobijanje vrednosti 4.5, se ne menjaju iz iteracije u iteraciju, ve¢ se menja samo
desna strana (vektor r,). Iterativna Sema FBF metoda izgleda ovako:

1. Sa starim vrednostima S,, izra¢unavamo vrednosti integrala rasejanja J,,, na svakoj dubini.

2. Na svakoj dubini resavamo sistem jednacina i dobijamo korekcije za funkciju izvora.



3. Korigujemo vrednosti za funkciju izvora, proveravamo uslov za konvergenciju i po potrebi ponavljamo
proces ili izlazimo iz iterativne petlje.

Ovom metodu je potrebno manje iteracija za konvergenciju od Scharmerovog metoda ili Core-Wing metoda,
s tim §to je potrebno dodatno procesorsko vreme da se invertuje D matrica dimenzija N x N.

4.4 Gauss-Seidel

Treba skrenuti paznju na jedno vrlo jednostavno i o¢igledno mesto gde se ALI metoda moze poboljsati.
Naime, vidi se da svaka iterativna Sema podrazumeva da se prvo izracunaju vrednosti integrala rasejanja sa
starom vrednoséu funkcije izvora na svim dubinama, a onda se racuna nova vrednost funkcije izvora. PoSto
se ove vrednosti u praksi ne izracunavaju odjednom, nakon §to se izracuna nova vrednost za funkciju izvora
na nekoj dubini d, ona bi se u principu mogla iskoristiti za racunanje integrala rasejanja na dubini d—1 i tako
bismo dobili brzu konvergenciju posto bismo na dubini d — 1 koristili “bolju” vrednost za integral rasejanja.
U njihovom radu iz 1995, Trujillo Bueno i Fabiani Bendicho, [8], predlazu sledecu iterativnu Semu:

1. Polazeéi od tacke d = 0, zakljuéno sa tackom d = D, iz stare funkcije izvora, racunamo ulazne
intenzitete 1 odgovarajuce J

2. U tacki d = D ra¢unamo izlazni intenzitet, na osnovu donjeg grani¢nog uslova, a zatim i novu vrednost
funkcije izvora.

3. Popravljamo izlazni intenzitet u tacki d = D na osnovu novoizra¢unate funkcije izvora. Ovaj korak je
vazan zato $to iz tih intenziteta racunamo intenzitet u sledec¢oj tacki.

4. U tacki d = D — 1 ra¢unamo izlazne intenzitete sa novom funkcijom izvora u tacki D a starim
vrednostima funkcije izvora u D — 11 D — 2. Takodje je neophodno da popravimo i wlazni intenzitet
u tacki D — 1 zbog promene vrednosti funkcije izvora u D — 1

5. Ponavljamo korake 2-4 za svaku tacku po dubini dok ne dodjemo do tacke d = 0

6. Ponavljamo ceo postupak do konvergencije.

Ispostavlja se da ova Sema na neki nacin emulira gornji trougaoni operator (mada nije u potpunosti ekvi-
valentna istom). Samim tim, ovaj metod omoguéava brzu konvergenciju od lokalnog operatora. Sa druge
strane, nema potrebe za invertovanjem matrica. Jedini dodatni ra¢un u odnosu na obiénu ALI metodu je
korak 3, odnosno popravka intenziteta pre prelaska u sledec¢u tacku. Ova popravka iziskuje ra¢un ekvivalen-
tan jednoj cetvrtini formalnog resenja. Ova metoda je prirodan "naslednik” ALI metode i kao §to smo videli
dodatni programerski trud je minimalan. Zajedno sa ovom metodom, autori [8] su predstavili i metodu suk-
cesivne overrelaksacije (SOR). Treba istaéi da je SOR u stvari naé¢in za ubrzavanje konvergencije iterativnog
metoda za reSavanje problema prenosa zracenja, pa ¢u je kao takvu predstaviti u poslednjem poglavlju. Iz
opisa se vidi da se problem parcijalne redistribucije tretira na isti na¢in kao i u ALI iterativnoj Semi.

Videli smo da se pogodnom reorganizacijom redosleda racunanja intenziteta i funkcija izvora unutar
jedne iteracije moze posti¢i brza konvergencija. Medjutim, i u ovoj Semi postoje mesta za poboljSanje.
Jedan nacin je da se u iterativnhu Semu implementira ideja iteracionih faktora. Iteracioni faktori su tzv.
“pseudokonstante”, odnosno veli¢ine koje se malo menjaju iz iteracije u iteraciju i time omogucéuju da se
brze stigne do ta¢nih resenja. Jedan primer primene iteracionih faktora je VEF (Variable Eddington Factors)
metoda koja je opisana u nastavku teksta. Ovu ideja se koristi i za FBILI (Forth-and-Back Implicit Lambda
Tteration) metodu [10] koja ostvaruje jos brzi stepen konvergencije od ALI i Gauss-Seidel metoda zahvaljujuéi
implicitnoj reprezentaciji funkcije izvora i uvodjenju ideje iteracionih faktora u Semu iteracije.



4.5 FBILI

U opisu metode Gauss-Seidel smo videli da ukoliko nove vrednosti funkcije izvora iskoristimo da izracunamo
integral rasejanja ¢im postanu dostupne, mozemo bitno da pove¢amo nivo konvergencije. FBILI metoda ko-
risti, i unapredjuje, taj pristup. Medjutim, glavna razlika, koja vodi velikom ubrzanju, koju donosi FBILI
metoda je to Sto se iterativno racunaju koeficijenti a i b linearne relacije izmedju funkcije izvora i integrala
rasejanja :

Jod=aq+ bySq. (19)

Iterativnim izra¢unavanjem ovih koeficijenata, i za ulazni i za izlazni intenzitet, postizemo jako brzu konver-
genciju. Posto je ovo metoda koju sam koristio i u prakti¢nim problemima, tj. na modelu Sunc¢eve atmosfere,
predstaviéu rac¢unanje koeficijenata u jednacini (19) kao i iterativnu Semu nesto detaljnije.

Ulazni intenzitet na dubini d, u pravcu m, na frekvenciji n se uz pomo¢ sli¢nog formalizma koji se koristi
za izvodjenje koeficijenata u metodu kratkih karakteristika moze napisati kao (jednacina za izlazni intenzitet
je analogna):

-

d,m,n

=17

—A _ _ _
d—l,m,ne + a’d,m,nsdfl + bd,m,nSd + Cd,m,nstli7 (20)
gde je A prirastaj monohromatske opticke dubine duz posmatranog zraka. Vidi se da prvi ¢lan, kao i
koeficijenti a i ¢ opisuju nelokalne doprinose dok koeficijent b opisuje lokalni doprinos. Iako koristi kvadratnu
(ili ¢ak kubnu) reprezentaciju zavisnosti funkcije izvora od opticke dubine, FBILI izrazava intenzitet u
jednoj tacki preko relevantnih veli¢ina u samo dve tatke duz zraka. Ovo je takodje jedan od razloga za brzu
konvergenciju. Polazeéi od d = 0, sa trenutnim vrednostima funkcije izvora, mozemo izracunati koeficijente
a” ib~ relacije:

J; =b;Sa+ay. (21)
Koeficijenti a~ i b~ se dobijaju preuredjivanjem i integracijom po frekvencijama i pravcima koeficijenata iz
jednacine (20). Kada stignemo do tacke d = D, iz difuzne aproksimacije slede koeficijenti za izlazni integral
rasejanja u toj tacki, odnosno:
Jh =b5Sp + af. (22)

Sada mozemo izvesti i koeficijente jednacine (19) u tacki d = D i zameniti taj izraz u jedna¢inu statisticke
ravnoteze:

Sp=€eBi+ (1 —¢€)(ap +bpSp). (23)

Sada je nepoznato samo Sp koje se lako dobija. Koriste¢i novu vrednost funkcije izvora ra¢unamo vrednost
izvoda u tacki D i izlazni intenzitet.. Zatim ra¢unamo redom koeficijente jednacine (22) a zatim i vrednosti
funkcije izvora za svaku sledecu tacku sve do d = 0. Proces se ponavlja do konvergencije. Kao sto je
veé istaknuto konvergencija je dosta brza a koli¢ina rac¢una po iteraciji se ne razlikuje od ALI metode koja
koristi dijagonalni ALO operator. Gore pomenuti iteracioni faktor se moze videti ako eksplicitno analiziramo
koeficijent a. Naime, u njemu se pojavljuje i odnos é Ispostavlja se da je ovaj iteracioni faktor izuzetno
vazan. Verzija programa sa ovim iteracionim faktorom, za problem parcijalne redistribucije, konvergira u tri
puta manje iteracija nego verzija bez iteracionog faktora. Sada ¢emo videti kako se pomo¢u FBILI metode
reSava problem parcijalne redistribucije.

Resenje problema je slitcno FBF metodu,[7]. Izracunavamo monohromatske koeficijente relacije:
Jd,n = Qd,n + bd,nsd,n- (24)

Ako sada ovu relaciju zamenimo u izraz za funkciju izvora za PRD (16), dobijamo:
San =€Br+ (1 =€) g(n',n)(adgn + banSan) (25)

Opet je u pitanju sistem N jednacina sa N nepoznatih koji se mora resiti u svakoj tacki dubine. Kao i
u slucaju ALI metode, i ovde je matrice potrebno invertovati samo jednom. Poredjenja radi, ovaj metod



konvergira u 9 iteracija dok je FBF metodu za ALI potrebno vise od 20 iteracija a Core-Wing metodu vise
od 40 iteracija.

Poredjenje izmedju dijagonalne ALI, G-S i FBILI metoda demonstira kako tri u sustini vrlo sli¢ne metode
mogu imati dramati¢no razli¢ite brzine konvergencije u zavisnosti od toga na koji na¢in izracunavamo funkciju
izvora. Takodje bitno je pomenuti da brzina konvergencije ovih metoda zavisi od toga koji nac¢in odaberemo
za formalno reSavanje. Sve tri opisane metode koriste metod kratkih karakteristika. Medjutim, danas
postoji jos nekoliko nac¢ina da se resi formalni problem. Tu su ve¢ pomenuti Feautrier metod, kao i metod
diskontinualnih elemenata. Ukoliko Zelimo da poredimo brzine razli¢itih iterativnih metoda, bitno je da se
postaramo da sve koriste isti metod za formalno resenje. Medjutim, ukoliko redavamo neki novi problem®
analiticko reSenje, naravno, nije poznato i dobro je proveriti dobijene rezultate koris¢enjem vise razli¢itih
metoda. Referentni metod za testiranje koja se do sada dosta puta dokazala kao robustan i pouzdan metod
je direktan Feautrier metod koji éu sada predstaviti.

4.6 Feautrier metod

Kao sto smo videli, jednacina prenosa zracenja se moze predstaviti u integralnom obliku, taj oblik koriste
sve do sada opisane iterativne metode. Medjutim, mozemo je predstaviti i u diferencijalnom obliku (1).
Feautrier metoda uvodi sledeée smene da bi resila spregnute jednacine prenosa i statisticke ravnoteze:

1 _

Up,y = 5(1:[,11 + I;L,l/) (26)
1 -

Vp,v = i(lptu - I;,L,V)' (27)

Ove smene su nakon originalnog Feautrier-ovog rada iz 1964 postale toliko koriséene da se sada u literaturi
sre¢u pod imenom ”Feautrier promenljive”. Ako napiSemo odvojeno jednacine prenosa zracenja za ulazni i
izlazni intenzitet, i zatim ih saberemo odnosno oduzmemo, dobijamo (zanemarujuéi indeksiranje):

dv
du

Zamenom (29) u (28), dobijamo jednacinu drugog reda (tzv. Susterov oblik jednacine prenosa):

du
2 —
W =us S. (30)
Ako sada tu jednaéinu napisemo u diskretnom obliku, dobijamo:

o (du/dT)qy1/2 — (du/dT)g_1/2

—u—S, 31
F(ATq_1/2 + ATat1/2) B
gde je:
(du/dT)q—1/2 = (uqg — uq—1)/(Ta — Ta—1) (32)
1 sliéno:
(du/dT)ay1/2 = (Uat1 — ua)/(Ta+1 — Ta)- (33)

8Uglavnom je referentni problem za testiranje metoda sledeé¢i: Izotermalna polubeskonaéna atmosfera, kompletna redistribu-
cija, Doplerov profil, neprozraénost u kontinuumu jednaka nuli, e = 10~4. Za ovaj problem poznato je analiticko resenje i lako
je proveriti da li metoda konvergira ka ta¢noj vrednosti i koliko brzo. Medjutim, za realan problem (model zvezdane atmosfere)
svi ovi parametri zavise od dubine i ne postoji nacin da proverimo tacnost resenja. U tome slucaju je dobro proveriti reSenje
koriséenjem vise razlicitih metoda.



Jos éemo definisati:

| =

ATd = (ATd,1/2 + ATd+1/2). (34)

2

Sada jednac¢ina prenosa zracenja drugog reda za Feautrier promenljivu u, napisana u diskretnom obliku (sa
indeksima koji obelezavaju zavisnost od pravca i frekvencije) izgleda ovako:

ﬁum,n.d—l _ ﬁ( 1 + 1 )Um,n,d + L
ATq_1/2A7g ' Atg ATg 10 ATgiie ATgy1/2A7g

Um,n,d+1 = San(um,n,d - Sd) (35)

Potrebno je jos da pogledamo kako izgledaju grani¢ni uslovi. Iz definicije veli¢ina u i v vidi se da je na
gornjoj granici:
du
— =u. 36
Mdr (36)
Diskretizacijom ove jednacine se moze dobiti jednacina na gornjoj granici. Ipak, bolju preciznost ¢emo dobiti
ako nakon diskretizacije razvijemo u, n.2 u Tejlorov red oko vrednosti w, 1, dobijamo preciznost drugog

reda:
Um,n,2 — Um,n,l AT3/2(um,TL,1 - Sl)

ATg/Q Um, ’1+ 2/1/771 ( )

m

Donji granic¢ni uslov izgleda ovako:

Um,n,D — Um,n,D—1

— It
ATD71/2

Dm,n — Ym,n,D, (38)

o

gde Ig’m’n sledi iz difuzne aproksimacije.

Pre nego $to nastavimo dalje sa opisom Feautrier metode, dobro je da malo prodiskutujemo ovakav nacin
resavanja. Pre svega, vidimo da Feautrier metoda koristi jednacinu prenosa zracenja u diferencijalnom obliku.
Zatim, takodje vidimo da smo tu jednacinu koja je u svom izvornom obliku diferencijalna jednacina prvog
reda napisali kao diferencijalnu jednacinu drugog reda. Zatim ¢emo se prisetiti da nepoznata funkcija izvora,
u stvari sadrzi integral rasejanja, odnosno sumu intenziteta po pravcima i po frekvencijama pa je jednazina
prenosa zracenja u stvari integro-diferencijalna jednacina! Diferencijalne jednacine uopste nisu neuobicajena
stvar u astrofizici. Medjutim dok se reSavanje diferencijalnih jedna¢ina u npr. nebeskoj mehanici svodi
na nalazenje, koriséenje i optimizovanje integratora koji resava tu diferencijalnu jednacinu posto su pocetni
uslovi poznati, ovde se susretemo sa drugacijim problemom. Naime, mi imamo samo ulazni intenzitet na
gornjoj granici i samo izlazni intenzitet na donjoj granici, tako da ni na jednoj ni na drugoj granici nemamo
potrebne grani¢ne uslove da bismo izvrsili integraciju i ”u hodu” nalazili vrednosti S(7). U principu, problem
bi bilo moguce resiti tako §to bismo uzeli neke probne vrednosti za npr izlazni intenzitet na gornjoj granici
pa ih varirali dok nakon integracije ne dobijemo dobar izlazni intenzitet na donjoj granici. Medjutim ovaj
metod je izuzetno nestabilan i neupotrebljiv. Sada ¢emo videti kako je Feautrier, koristeé¢i diskretizovan
oblik jednacine prenosa zracenja u diferencijalnom obliku resio problem na vrlo efikasan nacin.

Ukoliko napisemo jednacinu (35) i odgovarajuée jednacine na gornjoj i donjoj granici, vidimo da za D
tacaka po dubini, M pravaca i N frekvencija imamo (D x M x N) jednacina i isto toliko nepoznatih. Posto
vreme za inverziju kvadratne matrice raste sa dimenzijom matrice na treé¢i stepen, ocigledno je da je vrlo
neefikasno resavati ovaj problem direktno. Medjutim, iz strukture problema sledi jako elegantno resenje.
Obelezimo prvo sa %y vektor koji ima M x N elemenata Um,n,d- Zatim uo€imo da je:

Si=¢€eBi+ (1 —¢) Z Z Um,n,dPnWnWm (39)

m n

Sada skup jednacina (35) za jednu dubinu d mozemo napisati u matri¢cnom obliku kao:

~Ag g1+ Bag— Caay1 = z>d (40)
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gde su /L BicC poznate matrice koje zavise od skale opticke dubine i diskretizovanih vrednosti za u, a
L je poznat vektor koji potice od termalnog dela. Vazno je ista¢i da su matrice AicC dijagonalne, dok
matrica B nije. Ako sada D jednacina (40) predstavimo kao jednu veliku matricu, vidimo da je ta matrica
tridijagonalna, i u principu ovakav sistem jednacina se moze resiti forward-substitution back-elimination
Semom, tako $to na dubini d ra¢unamo koeficijente linearne relacije:

Wy = lﬁdﬁdﬂ + ﬁd (41)

i nastavljamo tako do dna, gde, sa donjim grani¢nim uslovom, mozemo naéi up a zatim, vra¢ajuéi se nazad
do vrha, naéi ostale vrednosti za v na osnovu jednacine (41).

Ovaj metod je stabilan, ali mu problem u prakti¢noj primeni predstavlja to §to je vreme ra¢una srazmerno
sa M3N3, zbog inverzije matrice B, pa je ipak relativno spor u odnosu na moderne iterativne metode.
Bez obzira na to, Feautrier metod je koris¢en dosta dugo, i nasao je svoju primenu u mnogim kodovima
za modeliranje zvezdanih atmosfera. Takodje, ovaj metod bez ikakvih modifikacija moze da se koristi za
reSavanje problema parcijalne redistribucije posto nije osetljiv na nac¢in na koji smo funkciju izvora napisali
preko srednjeg intenziteta (dokle god je zavisnost linearna, naravno.)

Lako se vidi da je, ako funkciju izvora smatramo poznatom, i matrica B dijagonalna, pa se inverzija iste
svodi na deljenje. Sistem se onda moze resiti na isti nacin, ali dosta brze i tako dobijamo jos$ jedan nacin
za formalno resenje. Feautrier formalno resenje su koristili npr. Olson, Auer i Buchler, [5], da po prvi put
demonstiraju primenu dijagonalnog aproksimativnog A operatora.

4.7 VEF metod

Feautrier metod je u principu pouzdan i robustan ali je previSe zahtevan posto treba invertovati matrice
relativno velikih dimenzija. Kod invertovanja matrica treba uvek imati u vidu da povecavanje dimenzija
matrice samo za faktor 2 dovodi do povecanja vremena rac¢una za faktor 8, sto se i te kako primecuje u
prakticnom radu. Iterativnhe metode koje sam opisao na pocetku imaju dobru osobinu da vreme ra¢una
linearno raste sa brojem frekvencija i uglova. VEF (Variable Eddington Factors) je iterativna metoda koja
je po svojoj ideji negde izmedju Feautrier metode i iterativnih metoda. Prisetimo se, pre svega, Eddingtonove
ideje za resenje spregnutih jednac¢ina prenosa zragenja i jednadine kojom je data vrednost funkcije izvora®.
Napisimo jos jednom jednacinu prenosa zracenja, u Susterovom obliku:

d?u
QW =u—S. (42)

Integraljenjem po pravcima dobija se nulti momenat jednacine prenosa:

2K
5 =J - (43)

U svakoj novoj jednac¢ini momenata pojavljuje se nova velic¢ina, pa je nemoguce zatvoriti ovaj sistem. Eding-
ton je pretpostavio J = 3K svuda u atmosferi i tako dobio aproksimativno resenje sistema (sve vreme treba
imati u vidu da je funkcija izvora implicitno poznata, posto zavisi od nepoznate J i poznate Plankove funk-
cije). VEF metoda, uvodi tzv. "iteracioni faktor”, f, 4 koji na svakoj dubini i na svakoj frekvenciji ima

vrednost:
Kn,d

Jn,d

Iterativna Sema koja koristi Edingtonove faktore izgleda ovako:

fn,d =

(44)

1. Iz pocetne vrednosti funkcije izvora izra¢unavamo nekim formalnim reSenjem jednacine prenosa zracenja
(u mom slu¢aju Feautrier), specificni intenzitet zracenja (odnosno Feautrier promenljivu ).

9U nasem slucaju to je jednacina (2)
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2. Za svaki dubinu i frekvenciju racunamo srednji intezitet J i K-integral a zatim i vrednost Edingonovog
faktora fy 4.

3. Zamenjujemo K,, g = fn,dJn,q u jednacinu (43) i dobijamo

a*(fJ)

dr?

—J-5. (45)

Ova jednacina se diskretizuje i reSava po J Feautrier metodom odakle se dobijaju nove vrednosti za
funkciju izvora.

Kada bi Edingtonovi faktori bili ta¢ni, ovo bi bilo ta¢no resenje. Posto nisu, ponavljamo korake 1-3 do kon-
vergencije. Ovoj metodi treba relativno malo iteracija do konvergencije a razlog lezi u tome $to Edingtonovi
faktori, kao odnosi sli¢nih fizickih veli¢ina, vrlo brzo postaju ta¢ni, tj. mnogo manje se menjaju iz iteracije u
iteraciju nego vrednosti J i K. Postoji ¢itava familija metoda koja se zasniva na iteracionim faktorima i na
odabiru prave veli¢ine koju ¢emo iterativno popravljati da bismo ostvarili sto brze resenje. Prodiskutujmo
samo ukratko razliku u brzini izmedju Feautrier i VEF metoda. Vreme potrebno za formalno resenje je zane-
marljivo u odnosu na reSavanje jednacine (35) odnosno (40) Feautrier metodom. U jednacini (35) eksplicitno
tretiramo ugaonu zavisnost, pa, za neki uobicajen broj pravaca koji iznosi M=3, imamo 27 puta duze vreme
izvrSavanja. To znaci da dobijamo na vremenu ukoliko nam VEF metodom treba manje od 27 iteracija, $to u
praksi jeste sluc¢aj. (Obratiti paznju na to da u VEF metodi u matrice fl, BiC ulaze i Edingtonovi faktori,
koji nisu konstantni, pa se matrice moraju invertovati u svakoj iteraciji, medjutim te matrice su dimenzija
N x N za razliku od matrica u Feautrier metodi gde su matrice dimenzija (N x M) x (N x M)).

5 Atom sa viSe nivoa

Model atoma sa dva nivoa ima osobinu koja u mnogome olaksava resavanje: funkcija izvora u liniji linearno
zavisi od polja zracenja. Takodje, jednom izracunatu skalu optickih dubina (koja zavisi od naseljenosti donjeg
nivoa), nije potrebno preracunavati iz iteracije u iteraciju posto je naseljenost gornjeg nivoa (u optickom delu
spektra, koji nas uglavnom zanima), zanemarljivo mala u odnosu na donji nivo. Medjutim, ako uklju¢imo
samo jos$ jedan nivo (a u praksi nam je ¢esto potrebno da uklju¢imo stotine nivoa), situacija se znatno
komplikuje. Da bismo videli u ¢emu je problem napisimo eksplicitno jednacine statisticke ravnoteze za prvi
i drugi nivo:

dn
ditl = ng(A21 + Ba1Jo1) + n3(As1 + Bai1Js1) — ni(Bi2Jiz + BizJiz) + Co1 + C31 — Ci12 — Ci13 =0 (46)
dn
d7t2 = n1BiaJi2 + n3(Asze + BsaJs2) — na(BagJas + Ba1Jo1) + Cso + Cra — Cag — Caz = 0. (47)
Ovde je Jy, = Jy- Takodje vazi ny + ny + n3 = N = const. Funkcija izvora za polje zra¢enja izmedju nivoa
wil (u>1)ima oblik:
2h13 /c?
9 N

Zamenom jednacina statisticke ravnoteze u izraz za funkciju izvora dobija se nelinearna zavisnost funkcije
izvora od srednjeg intenziteta. Problem bi se mogao resavati A iteracijom ali bi reSenje bilo podjednako sporo
i neefikasno. Moderne iterativne metode kao sto su ALI i FBILI resavaju problem lokalnim aproksimativnim
operatorom kojim zavisnost postaje ponovo linearna (odnosno, aproksimira se kao linearna), pa se resenje
iterativno popravlja. Medjutim, sada ¢u opisati jednu drugu metodu za resavanje multilevel problema, koja
je jedno vreme bila state-of-art u resavanju problema koji uklju¢uju atom sa vise nivoa. U pitanju je tzv.
”Equivalent two level atom method.” (ETLA, za detalje pogledati npr. [11]).
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5.1 Equivalent two-level atom metod

ETLA metod se oslanja na ¢injenicu da je moguce tac¢no resiti problem za dva nivoa, pa se onda svaki pre-
laz moze tretirati odvojeno a naseljenosti nivoa iterativno popravljati dok ne postignemo samokonzistentno
reSenje. Ovde ¢u navesti samo skicu resenja dok je temeljno izvodjenje sa svim neophodnim formulama dato
u originalnom ¢lanku Avrett-a i Loeser-a iz 1987. Za svaki prelaz pojedinacno se moze definisati:

Jul

5. (49)

pulzl_

U LTR ova vrednost je uvek 0, dok u ne-LTR o¢ekujemo znacajna odstupanja. Pogodnim transformacijama
koje slede iz jednacina statisticke ravnoteze sledi:

B

=e(= —1). 50
p=clz—1) (50)

Ovde je:
€=¢%— Beb, (51)

i

B=B("/e)(1 - B), (52)
gde je B = e /KT 4 ¢ za prelaz u — | zavisi od koeficijenata p za sve ostale prelaze (!) , Ajnstajnovih

koeficijenata i koeficijenata sudarne deekscitacije. Iterativni metod se zasniva na promenljivoj p:

1. Sa pocetnim vrednostima p (pretpostavimo npr LTR, pa je p = 0), ra¢unamo vrednosti € i B iz kojih
se moze dobiti:
S=(J+eB)/(1+¢) (53)

za svaki prelaz pojedinacno.
2. Resavamo jednacinu (53) koriste¢i formalizam za atom sa dva nivoa

3. Trazimo nove vrednosti za koeficijente p za svaku dubinu i za svaki prelaz i sa njima ulazimo u novu
iteraciju.

Konvergencija se ostvaruje za manje od 10 iteracija. Sem toga Sto sadrzi lako primenljiv ”recept” za primenu
ETLA metoda u praksi, ovaj rad Avretta i Loesera iz 1987 je takodje bitan zato Sto sadrzi test problem
za atom vodonika sa tri nivoa bez kontinuuma kao i eksplicitno navedeno resenje datog problema, odnosno
zavisnost S(7) za sva tri prelaza, i to za dva slucaja: kada su koeficijenti sudarne deekscitacije konstantni, i
kada zavise od dubine (5to vise odgovara uslovima u stvarnoj zvezdanoj atmosferi). ETLA metod sada ipak
pripada proslosti, posto je brzina modernih iterativnih metoda ipak nenadmasna. Sada ¢emo videti kako se
konvergencija iterativnih metoda moze dodatno, matematicki, ubrzati.

6 Ubrzavanje konvergencije

Koji god metod da koristimo, dodatno ubrzavanje i skracivanje vremena rada koda koji sintetise spektar
je izuzetno pozeljno. Videli smo nekoliko primera ubrzavanja ¢ije osnove leze u fizickim razmatranjima.
Na primer: Koriséenje lokalnog operatora poveéava brzinu A iteracije za nekoliko redova veli¢ine, uvodjenje
iteracionog faktora u FBILI metod dovodi do utrostru¢avanja brzine. Medjutim, moguce je dodatno ubrzati
sve ove metode, Cisto matematickim postupkom. Ovde ¢u ukratko opisati metod Ng ubrzavanja i SOR
(succesive overrelaxation metod). U literaturi se moze naéi i metod konjugovanih vektora koji je opisao
Auer, [12].
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6.1 Ng ubrzavanje

Ovaj metod se moze sresti i pod imenom ”rezidualna minimizacija” ([12]), i detaljno je, sem u originalnom
radu Ng-a [13], opisan i u radu Auera [14]. Metod se, u sustini zasniva na interpolaciji reSenja iz prethodnih
iteracija (koje su izvrSene bez ubrzavanja), u nadi da ée interpolirano resenje biti blize tatnom reSenju.
Naravno, trik je u optimalnom obliku te interpolacije odnosno u optimalnom izrazavanju vrednosti funkcije
izvora u i—toj iteraciji preko vrednosti u nekoliko prethodnih iteracija. Pretpostavimo da smo izvrsili m
iteracija i da smo sacuvali vrednosti funkcije izvora za svaku iteraciju: S, Ss....Sp,. Vrednost odstupanja
r; = Sit+1 — S; je u stvari kriterijum koji nam govori koliko smo blizu resenja. Ukoliko je S,,+1 tacno resenje
onda je 7,,+1 = 0. Da bismo ”prisli” sto blize tacnom resenju, mi zelimo da minimizujemo odstupanje r,
odnosno zelimo neko tacno resenje S. Napisimo sada:

m—1
S=(1-Y a;)S,+ Z a;S (54)

Jj=1
Vrednosti koeficijenata a dobijamo tako $to minimizujemo odstupanje:

m—

1
r:(lea] rm+2ajrj (55)
1

j=

metodom najmanjih kvadrata gde veéu tezinu imaju tacke u kojima je rezidual manji. Na primeru koji je
dao sam Auer [12], se vidi da ovaj metod ubrzava dijagonalni ALI iterativni metod nekoliko puta, Sto je
svakako znacajno u prakti¢noj primeni. Danas se Ng ubrzavanje po pravilu sreée u svim MALI (Multilevel
Accelerated Lambda Iteration) kodovima.

6.2 SOR metod

U svom radu iz 1995, Trujillo Bueno i Fabiani Bendicho [8] su predstavili SOR (Successive overrelaxation)
metod kao novi metod za resavanje problema prenosa zracenja. Nije u pitanju novi metod, veé na¢in da se
Gauss-Seidel (ili u krajnjem slu¢aju i neki drugi iterativni metod) dodatno ubrza. Ideja je da korekciju za
funkciju izvora pomnozimo nekim faktorom w, 1 < w < 2, ¢ime predvidjamo buduce korekcije i idemo dalje,
ka tatnom reSenju. Naravno, problem je naéi optimalnu vrednost parametra w, poSto premala vrednost ne
ubrzava konvergenciju dovoljno, a prevelika moze da ”presko¢i” optimalno resenje. U originalnom radu je
predlozen slededi izraz za optimalnu vrednost parametra omega:

2
Wopt = ————,
VI
gde je § spektralni radijus iteracije, koji se u principu moze dobiti analizom aproksimativnog operatora koji

koristimo u iteraciji. Po re¢ima autora, u praksi se pokazuje da je vrednost w = 1.5 optimalna i da vodi do
ubrzanja koje nekoliko puta nadmasuje dijagnoalni ALO sa Ng ubrzanjem.

(56)
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